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预条件共轭梯度法求解三维地电场
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摘　要：为了优化预条件共轭梯度法求解三维地电场有限元方程的效率，通过系统的网格分析，提出在常规六
面体网格基础上二次剖分得到四面体网格的方案。模型分析结果表明，对于均匀网格，不完全 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ共轭梯
度法 （ＩＣＣＧ）和超松弛预条件共轭梯度法 （ＳＯＲＣＧ）均可成功求解；对于非均匀网格，六面体剖分会导致 ＩＣ
ＣＧ的预条件因子不符合条件而求解失败，但采用新的四面体剖分ＩＣＣＧ不仅成功求解而且相对六面体网格可以
节省约５０％的内存需求。
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　　直流电阻率法作为经济高效的地球物理勘探方
法，在矿产资源勘探，水文地质调查，工程勘察领

域获得了广泛的应用［１－６］。正演数值模拟不仅是分

析特定地电结构响应特征的有效手段，而且作为反

演的必要组成步骤，其求解效率直接关系到反演是

否具有实用性。常用的数值模拟方法有积分方程

法、有限差分法和有限元法，其中有限元法因其坚

实的理论背景和灵活的模拟策略，已成为电法勘探

二、三维数值模拟中广泛采用的方法［７－１１］。有限

元法模拟直流电阻率问题时需要求解大型线性方程

组。直接解法由于矩阵分解需要占用大量的内存，

一般的个人计算机难以承受。迭代算法中的预条件

共轭梯度 （ＰｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄＣｏｎｊｕｇａｔｅＧｒａｄｉｅｎｔ）法
无需分解系数矩阵，可有效减少内存需求和提升计

算速度，主要有不完全Ｃｈｏｌｅｓｋｙ共轭梯度 （ＩＣＣＧ）
算法和超松弛预条件共轭梯度 （ＳＯＲＣＧ）算法。

网格剖分是有限元模拟的重要课题。规则六面

体网格由于剖分简单而在直流电法有限元模拟中被

广泛采用。以往研究认为 ＩＣＣＧ算法只适合求解三
维有限差分法形成的系统方程，而不适合于三维有

限元方程的求解［１２］。然而，这一结论的给出是基

于六面体网格的。本文提出了一种新的四面体剖分

方案，经过系统的网格对比分析，结果表明我们提

出的网格剖分方案不仅可以使 ＩＣＣＧ法稳定求解有
限元方程，而且存储量只需采用常规六面体网格时

的５０％。本研究推动了三维直流电阻率法有限元
模拟的发展，为其实际应用奠定了基础。

１　直流电阻率法的有限元求解
１１　有限元方程的构建

关于二次场电位的点源三维地电场边值问题可

表示为［１３］：

（σＵｓ）＝－（σｓＵｐ）　　ｉｎΩ
Ｕｓ
ｎ
＝０　　ｉｎΓｓ （１）

Ｕｓ
ｎ
＋ｃｏｓ（ｒ，ｎ）ｒ Ｕｓ＝０　　　ｉｎΓ∞

其中σ为电导率，它与电阻率ρ互为倒数关系；Ｕｐ
是由背景电导率 σｐ引起的背景电位，Ｕｓ由电导率
异常体σｓ引起的二次场电位；ｒ是源点到测点的向
量；ｒ是源点到测点的距离；ｎ是求解域边界的法方向；
Γｓ、Γ∞ 分别是地表和计算区域剩余部分的边界。

根据变分原理，该边值问题可转换为求解泛函

的极值问题：

Ｆ（Ｕｓ）＝∫Ω １２σＵ( )
ｓ
２＋σｓＵｐ·Ｕ[ ]ｓｄΩ＋

∫∞ １
２
σｃｏｓ（ｒ，ｎ）

ｒ Ｕ２ｓ＋
σｓｃｏｓ（ｒ，ｎ）

ｒ ＵｐＵ[ ]ｓｄΓ（２）
将求解域离散为若干单元，假设每个单元内电位符

合线性分布。令泛函变分为零，可得有限元方程：

（具体过程可参见文献 ［７］）
ＫＵｓ＝－Ｆ （３）

其中有限元系数 Ｋ一个稀疏对称的矩阵，与地下
结构的电阻率分布有关，右端项 Ｆ是与激发源分
布有关的向量，Ｕｓ为需要求解的各个网格结点上的
二次电位值。解出 Ｕｓ之后加上解析方法求出的一
次场电位Ｕｐ即可得最终需要的总场电位Ｕ。
１２　有限元网格分析

网格剖分是关系预条件共轭梯度法能否稳定求

解的重要因素。规则六面体网格 （以下简称 Ｈｅｘ）
由于其剖分简单而获得广泛应用。规则六面体网格

的内部结点只与２６个结点相邻 （图１）。由有限元
理论可知最终形成的系数矩阵 Ｋ每行的非零元素
最多只有２７个，又由于 Ｋ具有对称性，故每行只
需存储１４个非零元素。

图１　六面体网格的结点连接关系
Ｆｉｇ１　Ｔｈｅｎｏｄｅｓｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｏｆｈｅｘａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈ

本文提出在六面体网格基础上进行二次剖分得

到四面体网格。具体方案为将每个六面体单元剖分

为５个四面体单元，注意对邻接六面体单元进行的
是两种不同的划分（图２）。图２（ａ）中单元的结点编
号分别为（１，５，４，２）、（８，４，５，７）、（３，７，２，４）、（６，
２，７，５）、（４，５，７，２），图２（ｂ）中单元的结点编号分别
为（１，６，３，２）、（８，３，６，７）、（４，１，８，３）、（５，８，１，６）、
（１，３，６，８）。如图３所示，这种剖分方法得到的四
面体网格一半的内部结点具有１８个邻接结点，另
一半的内部结点具有６个邻接结点。同样，由有限
元理论可知，系数矩阵平均每行只有７个非零元素
需要存储 （由于系数矩阵的对称性，只需存储下

三角矩阵），故其存储需求约为采用六面体网格的

５０％。

２
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图２　在六面体网格基础上二次剖分得到的四面体网格
Ｆｉｇ２　Ｔｈｅｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｄｅｒｉｖｅｄｆｒｏｍｈｅｘａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈ

图３　四面体网格的结点连接关系
Ｆｉｇ３　Ｔｈｅｎｏｄｅｓｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈ

１３　预条件共轭梯度算法
直流电阻率法的有限元模拟需要求解大型线性

方程组Ａｘ＝ｂ。预条件共轭梯度法是求解该问题
的高效算法，其基本思想如下：

对于方程组：

Ａｘ＝ｂ （４）
作变换：

（Ｃ－１Ａ（ＣＴ）－１）（ＣＴｘ）＝Ｃ－１ｂ （５）
如果矩阵Ｃ满足：

Ａ－１≈（ＣＣＴ）－１ （６）
那么易知：

Ｃ－１Ａ（ＣＴ）－１ ＝Ｉ （７）
即变换后的线性系统 （５）的系数矩阵近似于单位
矩阵Ｉ，求解将快速收敛。定义Ｍ＝ＣＣＴ，Ｍ即称
为预条件矩阵。问题转化为如何寻找到合适的预条

件矩阵 Ｍ。ＩＣＣＧ和 ＳＯＲＣＧ的预条件矩阵的获取
可参考文献 ［７，１２］，在此不再赘述。

在以下的模型计算中，我们采用残差的 Ｌ２范

数作为预条件共轭梯度法的收敛准则，即
ｂ－Ａｘｉ
ｂ－Ａｘ０

＜１０－８，其中ｘ０为初始解，ｘｉ为第ｉ步的解。

２　模型分析
２１　均匀网格剖分

层状介质在地球物理勘探中是十分常见的。此

处计算一个两层的地电模型，第一层电阻率为１００
Ω·ｍ，厚度为１２ｍ，第二层为半无限空间，电阻
率为１０Ω·ｍ。实际模拟计算都是在有限的区域中
进行，设定计算区域在ｘ，ｙ，ｚ方向上的尺度分别
为（－２０４～２０４）ｍ，（－２０４～２０４）ｍ，（０～２０４）ｍ。
点电源在坐标原点激发，测量装置为单极 －单极
（ｐｏｌｅｐｏｌｅ）。将计算区域剖分为１０２×１０２×５１个
单元的均匀六面体 （Ｈｅｘ）网格 （单元边长为

４ｍ），并在此基础上进行二次剖分，将单元划分
为四面体 （Ｔｅｔ）网格。注意这两种剖分方法并不
会带来单元结点数的差异，即两者结点数均为１０３
×１０３×５２。以下分别采用 ＩＣＣＧ和 ＳＯＲＣＧ求解，

３
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来分析它们的求解精度和收敛效率。

图４为分别采用Ｈｅｘ和Ｔｅｔ网格求解的视电阻
率图。方框和十字分别代表采用 Ｈｅｘ网格的 ＩＣＣＧ
解和ＳＯＲＣＧ解，菱形和圆圈分别代表采用 Ｔｅｔ网
格的ＩＣＣＧ解和ＳＯＲＣＧ解，黑色实线表示解析解。
可以看出不管采用哪种网格，ＩＣＣＧ和ＳＯＲＣＧ都可
以获得与解析解非常一致的结果，精度均符合要

求。

图４　采用均匀Ｈｅｘ、
Ｔｅｔ网格的ＩＣＣＧ和ＳＯＲＣＧ解

Ｆｉｇ４　ＳｏｌｕｔｉｏｎｓｆｒｏｍＩＣＣＧａｎｄＳＯＲＣＧｂｙａｄｏｐｔｉｎｇ
ｕｎｉｆｏｒｍｈｅｘａｈｅｄｒａｌａｎｄｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｅｓ

　　图５是收敛分析。横坐标为迭代次数，纵坐标
为相对残差。可以看出，达到预设精度时 ＳＯＲＣＧ
的收敛次数要少于ＩＣＣＧ，效率相对较高，但ＩＣＣＧ
的迭代次数也没有超过 ２００次。需要说明的是，
ＳＯＲＣＧ方法需要测试松弛因子 ω，具有一定的经
验性［７］，而ＩＣＣＧ则无需人工干预其求解过程。总
的来看，两者在采用均匀网格剖分时都是较优的求

解方法。

为了详细比较不同网格剖分密度时 ＩＣＣＧ和
ＳＯＲＣＧ的求解效率，我们设计了４种密度的网格：
６８×６８×３４，１０２×１０２×５１，１３６×１３６×６８，２０４
×２０４×１０２，其单元边长分别为６、４、３和２ｍ。
我们统计了不同方案的计算时间 （图６），可以看
出：不论是用 ＩＣＣＧ还是 ＳＯＲＣＧ求解，只要采用
均匀网格，都可以获得较高的效率。即使高达４００
万的网格结点，在单机 （ＤＥＬＬＴ７８１０工作站，
ＣＰＵＥ５－２６０９，内存３２Ｇ）上求解时间也均不超

图５　采用均匀Ｈｅｘ、
Ｔｅｔ网格时ＩＣＣＧ和ＳＯＲＣＧ的收敛情况

Ｆｉｇ５　ＴｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆＩＣＣＧａｎｄＳＯＲＣＧｂｙ
ｅｍｐｌｏｙｉｎｇｕｎｉｆｏｒｍｈｅｘａｈｅｄｒａｌａｎｄｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｅｓ

过２０ｍｉｎ。

图６　采用４种剖分密度的均匀Ｈｅｘ、
Ｔｅｔ网格时ＩＣＣＧ和ＳＯＲＣＧ的求解时间

Ｆｉｇ６　ＴｈｅＩＣＣＧａｎｄＳＯＲＣＧｓｏｌｖｉｎｇｔｉｍｅｗｈｅｎｅｍｐｌｏｙｉｎｇ
ｕｎｉｆｏｒｍｈｅｘａｈｅｄｒａｌａｎｄｔｅｔｒａｈｅｄｒａｌｍｅｓｈｅｓ

ｏｆｆｏｕｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｓｈｓｉｚｅｓ

２２　非均匀网格剖分
网格的不均匀剖分会严重影响有限元系数矩阵

的性质，有可能引起迭代解法的失败。同样基于上

述物理模型参数，此处采用不均匀的网格剖分，六

面体单元数为５４×５４×２９，在此基础上进行二次
剖分为四面体，注意两者的单元结点数一致，均为

５５×５５×３０。具体剖分如下：ｘ，ｙ方向的剖分坐标
均为 （－５００， －３７５， －２７５， －２００， －１５０， －

４
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１２０，－９０， －７０， －５５， －４２５， －３０， －２０，
－１５，－１２，－９，－７，－５５，－４２５，－３２５，
－２５，－２，－１５，－１２，－１，－０８，－０５，
－０２，０，０２，０５，０８，１，１２，１５，２，
２５，３２５，４２５，５５，７，９，１２，１５，２０，３０，
４２５，５５，７０，９０，１２０，１５０，２００，２７５，３７５，
５００），ｚ方向 （指向地下空间为正方向）坐标为

（０，０２，０５，０７５，１，１２５，１５，２，２５，３，
４，５，７，９，１２，１５，２０，２５，３２５，４２５，５５，
７０，９０，１２０，１５０，２００，２５０，３２５，４００，５００），
单位：ｍ。

计算结果如图７所示。我们发现，正如已有的
研究结果［１２］，采用不均匀 Ｈｅｘ网格时 ＩＣＣＧ的确
会求解失败。究其原因，是由于 ＩＣＣＧ在构建预条
件因子时，对角矩阵 Ｄ的元素出现了大量负数。
对于此例，统计发现１３９８％的对角元素为负，直
接导致了ＩＣＣＧ求解失败。但是，采用本文提出的
在Ｈｅｘ基础上继续二次剖分得到的Ｔｅｔ网格形成的
有限元方程，其系数矩阵满足 ＩＣＣＧ的要求，即对
角矩阵Ｄ的元素全部为正数，求解成功。

比较采用Ｈｅｘ网格的ＳＯＲＣＧ（图７黑色圆圈）
解、采用 Ｔｅｔ网格的 ＩＣＣＧ解 （菱形）和 ＳＯＲＣＧ
解 （十字），都与解析解 （实线）吻合较好，并且

符合理论预期，即小极距视电阻率趋近于第一层实

际电阻率１００Ω·ｍ，大极距视电阻率趋近于第二
层 （半空间）的实际电阻率１０Ω·ｍ。分析不同
方案的计算结果 （图８）可以得出：

图７　采用不均匀网格的两层模型的视电阻率
Ｆｉｇ７　Ｔｈｅａｐｐａｒｅｎｔｒｅｓｉｓｔｉｖｉｔｉｅｓｏｆａｔｗｏｌａｙｅｒｍｏｄｅｌ

ｂｙｅｍｐｌｏｙｉｎｇｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍｍｅｓｈｅｓ

图８　采用不均匀网格时ＩＣＣＧ和ＳＯＲＣＧ的收敛情况
Ｆｉｇ８　ＴｈｅｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅａｎａｌｙｓｉｓｏｆＩＣＣＧａｎｄＳＯＲＣＧ

ｂｙｅｍｐｌｏｙｉｎｇｎｏｎｕｎｉｆｏｒｍｍｅｓｈｅｓ

（１）采用Ｈｅｘ不均匀网格的 ＩＣＣＧ求解失败，
但是采用本文提出的 Ｔｅｔ不均匀网格的 ＩＣＣＧ求解
获得成功；

（２）与均匀网格结果 （图 ５）对比发现，采
用均匀网格时的迭代解法收敛率普遍较快 （２００次
左右），而采用非均匀网格时，收敛率较慢 （达

５００此左右），说明网格的均匀性极大影响了收敛
速率；

（３）采用Ｔｅｔ网格可以获得和Ｈｅｘ网格相当的
求解精度和效率，但正如前文网格分析中所述，本

文提出的Ｔｅｔ网格的存储要求只需Ｈｅｘ网格的１／２，
由此降低了对计算设备的要求。

３　结　论
ＩＣＣＧ是求解直流电阻率有限差分方程的主流

方法，但在求解有限元方程有可能会失败。本文通

过详细的网格分析后认为，基于六面体网格剖分的

有限元系数矩阵会严重依赖于网格剖分是否均匀，

即网格均匀，ＩＣＣＧ可以求解成功，但网格不均匀，
会引起构建预条件因子时对角矩阵元素出现大量负

数而求解失败。

本文提出新的网格剖分方案，即在六面体网格

基础上进行二次剖分得到四面体网格。模型分析发

现这种四面体网格即使剖分不均匀，也可满足 ＩＣ
ＣＧ构建预条件因子的要求，从而成功求解。不仅
如此，这种新的四面体网格相对于六面体网格还可

以减少约５０％的内存空间，降低对计算设备的要

５
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求。ＳＯＲＣＧ也可高效求解直流电阻率有限元方程，
但在构建预条件因子时需要额外测试选择松弛因子

ω，需要一定的经验性［７］。由于三维直流电阻率模

拟的区域范围较大，非均匀网格剖分具有更大的现

实意义。本文提出的基于四面体网格剖分的ＩＣＣＧ、
ＳＯＲＣＧ算法可成功求解三维直流电阻率有限元方
程。
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